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2. Calculo Diferencial e Integral.

Derivada
Aplicacion de la derivada

Ejercicio 1. El area de un piezoeléctrico en forma de triangulo equilatero disminuye a
razén de 4 cm? por minuto. Calcula la rapidez de variacién de la longitud de sus lados
cuando el area es de 200 cm?®. Se supone que el triangulo se mantiene equilatero en

todo instante.



Si llamamos L al lado del triangulo equilatero, siendo su alturah = —3L su drea A

sera:
3

(1) A:TJP L

con A=A(t) v L=L(1).

Se te pide la rapidez de variacion de la longitud de los lados por lo que debes calcular
db para A =200 em’.
dt

Derivando respecto de t la igualdad (1) obtenemos:

da _3, dL @)
dt 4 dt

. . dL .. dA
De la expresion (2) debemos despejar m y sustituir e y L por sus valores

correspondientes al instante en que A = 200 em’

2
De(1): 200= £.L2:> L=215cm vy teniendo en cuenta que d—A= —4&
+ dt min.

— db 21

- -8 =_0
dt  215~3 7 min

Los lados estan entonces disminuyendo sus longitudes a la velocidad calculada.

Ejercicio 2. Sean dos resistencias R; y R, conectadas en paralelo. La resistencia
equivalente R cumple:
ol 1
"Ry R
Si R; y Rz, aumentan a razén de 0.01 y 0.02 Q / seg. respectivamente, calcula la razén

de cambio de R cuando R; = 30Q y R, =90Q .

Como 1 = L+ i = R = RiRy siendo R , Ry y Ry funciones de t.
Rl Rz Rl + R2
Derivando la tltima expresion respecto de t tendremos:
dR, dR, dR; dR,
— Ry +R.—= (R} +Ry)-R Ry | —+—=
ﬁ_[dt 2+ R4 J( 1+Ry)-Ry 2[(“ at
dt (Ry+Ry)

Operando y simplificando obtienes:



» dRy 5 dR,
Rf —2+R5—1
drR _ Mt 24t
dt (R +R,)
. drR Q drR Q
Siendo: —L =0.01 y —2=002 —— , R; =302 ,R, =900
dt seg dt seg

Sustituyendo valores obtienes:

-2 -2
dR _ 90021072 +8100.107 _ o 4 2
dt 1207 seg

La resistencia equivalente R esta entonces aumentando con la rapidez calculada.

Ejercicio 3. Estudios realizados han permitido determinar que el nivel medio diario C de
monoxido de carbono CO; en el aire, en partes por millon (ppm) , en una ciudad , esta
relacionado con la poblacion p expresada en miles de habitantes por la siguiente
expresion:

2

C(p)y= p?+17

El aumento de poblacién en esa ciudad en t afios se estima que estd dado por la
relacion siguiente:

p(t) = 3,1 + 0,1 t* en miles de habitantes.

¢,Con qué rapidez crees que estara variando la concentracion de CO, en esa ciudad
dentro de 3 afios?



Como la concentracion C es funcion de la poblacion p y ésta es funcion del tiempo

t. resulta ser C funcion compuesta de t.

Debes calcular la derivada de la concentracion respecto del tiempo, para lo cual

podemos previamente hallar la funcion compuesta y luego derivar.

Tendremos entonces:

‘ .
C(t) = \/1—)3’”3’“ +17.

dc _ 261+012)024

dt
2
2_\/!3,”0,11 I e

2

Sustituyendo t por su valor 3 y operando resulta: %(3) =024 PP
afio

Puedes resolver este ejercicio sin necesidad de encontrar la funcion compuesta como

hicimos lineas arriba.

2

Para ello basta partir de la relacion  C(p) = % +17 (1) vy tener en cuenta

que p(t)=3.140.1. * (2)

Derivando (1) y (2) respecto de t obtienes:

e__p db g y 9P g2y
dt p? dt dt

Para=3: p=4, d—p=0.6_
dt

Sustituyendo estos valores en (3) reencontramos %(3) =024 w
afio

Integrales



Ejercicio 1.
Calcule el volumen del sélido de revolucién generado al girar alrededor de la recta
x = 1 la region limitada por la curva

(x—l)2 =20 —4y

ylasrectasx =1,y=1yy =3y aladerechax = 1.
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Figura 1

Solucion. La figura 1 muestra la regidbny un elemento rectangular de area. El sélido
de revolucion y un elemento de volumen se presentan en la figura 2.

Figura 2

Al resolver la ecuacioén de la curva se obtiene

x= ,20—-4y+1

Sea g(y) = /20=4y ¥ 1 .Se toma una particién del intervalo [1, 3] del ejey. Si AjV
unidades cubicas es el volumen del i-esimo disco, entonces

AV = mg(wi) — 2 Ajy



= n[(vV20— 4w+ 1) — 2]’ Ay

= m(20 — 4wj )Ajy
Si V unidades cubicas es el volumen del solido de revolucion, entonces

n

V lim '}— {20 — dwy ) Ay
A0
b |

. JJ: (20 — 4y)dy

) |
x[20y — 2471

- I
w| (60 — 18) — (20 - 2)

o b

Conclusion. El volumen del soélido de revolucion es de 241 unidades cubicas.

Teorema 1. Sean T y g dos funciones continuas en el intervalo cerrado [a, b] tales
que f(X) = g(x) = 0 paratodax en[a, b]. Si V unidades cubicas es el volumen del sélido
de revolucion generado al girar alrededor del eje x la region limitada por las curvasy =
f(X) yy=9g(x) ylasrectas x =ay x =D, entonces

]

1. _];i’”-.-_l:lz. _—:|_|‘I.l|'| ||J _ ..!-I|:|_|I.:||£|ll T

B
m f [__."[.r||J - |_.f.':..':_£|:."..'

a

Como antes, cuando el eje de revolucion es el eje y o cualquier recta paralela al eje x o
al eje y, se aplica un teorema semejante al anterior.

Ejercicio 2. 1

Calcule el volumen del sdélido generado al girar alrededor del eje x la regién acotada
por laparabolay=x>+1y larectay =x?+3.



b (W, 2(w)

X Ax w, X

x

f) = x+3

glxy = x% + 1

Figura 3

Solucién. Los puntos de interseccion de las dos curvas son (-1, 2) y (2, 5). La
figura 3 muestra la regidon y un elemento rectangular de area. El sélido de revolucion y
un elemento de volumen se presentan en la figura 4.

Figura 4

Sif(x) =x+3yg(x) =x2 + 1, entonces la medida del volumen de la arandela
circular es

AV = m([f W) — [gwiI?)Aix

Si V unidades cubicas es el volumen del sélido, entonces



Fl

V= lim % o[ f(w)]? - [g(w)]?) A

T A][—0 —
2
Wf (= - la(=)]ydx
-1
a
7 [ [(z+3)? - (= + 1)?)ds

a
Tl'f 'L_Id — 1 4 6 + 8)dr
-1
1 ; .
Tr[—a:rn - EI:I' 43 + EI.E_.L
1 1

32 & \
Ti—— -+ 12+ 16) - [+ -+3-8)
-5 -3+ -z +3 )
117

=

J
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Conclusioén. El volumen del sdlido de revolucion es - unidades cubicas.

Ejercicio 3.

Calcule el volumen del sélido generado al girar alrededor de la rectax = —4 la
region limitada por las dos parabolas x =y —y?2 y x =y?2 — 3.

VP3| — )
(Glw). w) g (Flw). w) T
/ |

=2,-1) N

-2

Go)=y* -3 y FO)=y-y’

Figura 5

.y, . -33
Solucidn. Las curvas se intersectan en los puntos (-2,-1) y en (TE) y un elemento rectangular de

areas se muestran en la figura 5, la figura 6 presenta el sélido de recolucion asi como un elemento
de volumen, el cual es una arandela.



Figura 6

Sean F(y) =y—y2y G(y) =y2 —3. El numero de unidades cubicas del
volumen de la arandela circular

AV = 1[4+ F W) — [4+ GWwi)I»)Aiy

Por tanto

i

V = lim w4 — Fluwy)]? — [4 — Glw)| ) A
[ENTEE

E

=7 | [(4+v—v")—(4+v"-3)dy
—1

2
_ wf (=24 — 9y® + By + 15)dy
—1
1 .
= W.Ey" — gy + 4y + 15

875

= "

., ;- ., 875 . S .
Conclusion. El volumen sdlido de revolucion es - 7 unidades cubicas.

Ejercicio 4. Determine el volumen del sélido de revolucién generado al girar al rededor
del eje y la regién limitada por la graficade y = 3x - x*> ylarectay = 2.



Solucién. Sea f (x) = 3x — x°. La figura 7 muestra la regién y un elemento rectangular
de area paralelo al eje y. El sdlido de revolucion y una capa cilindrica, elemento de
volumen, se presenta en la figura 8. El radio medio de la capa cilindrica es mi
unidades, la altura es [2 — f (m;)] unidades y el espesor es A; x unidades. Por lo tanto, si
Ai V unidades cubicas es el volumen de la capa cilindrica, entonces.

AV = 21T [2 -f (mi)]Ai X

De modo que su V unidades cubicas es el volumen del solido de revolucién entonces.
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Figura 8



|A]|—t

1
= E:rf r[2 — flz)|dx
1]

1
=2 / r(2 — 3z + x*)dr
1]

P — ’ ‘j‘f i o { !.':-_-' iT
! lim lg_ m;[2 — fm;)] Az

1
= 7 f (2 — 32 + oV)dx
']

= 2r[z? — .:.'Hi][']
i)

™

o] ko

Conclusion. El volumen del sélido es 2/5 11 unidades cubicas.

Ejercicio 5.

La regién limitada por la curvay = x* y las rectas y = 1 y x = 2 se gira alrededor de la
recta y = —-3. Obtenga el volumen del sdélido generado al considerar los elementos
rectangulares de area paralelos al eje de revolucion.

¥

r=2

1 F
BE=AY
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R yme=]

Figura 9
Solucién. Laregiény un elemento rectangular de area se muestran en la figura 9.

La ecuacion de la curva es y = x°. Al resolver esta ecuacion para x se obtiene x = #\ly.
Como x > 0 para la region dada, entonces x = y.



El sélido de revolucion y una capa cilindrica, elemento de volumen, se muestran en la
figura 10. El radio exterior de la capa cilindrica es (y; + 3) unidades, mientras que el
radio interior es (yi-1 + 3) unidades. En consecuencia, el radio medio es (m; — 3)
unidades. Como la altura y el espesor de la capa cilindrica son, respectivamente, (2 -
Ym; ) unidades y A; y unidades, entonces.

AV =2m(m; + 3)(2 — /my) At

y=-3

Figura 10

En consecuencia, si V unidades cubicas es el volumen del sélido de revolucion,
entonces.

T

V= lim Z 2m(m; + 3)(2 — /my) A

All—0
llall=03=3

t
:f 2m(y +3)(2 — y)dy
|

|

= Qﬁ/ (—y*? 4+ 2y — 3y"/% + 6)dy
]

|

=27 [—Hy"-’ ST T ﬁy}

G6
= —1T

)

Conclusion. El volumen del sélido es 66/5 m unidades cubicas.
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Transformada de Fourier

Utilizando la transformada de Fourier, determinar el voltaje V; (t) de la siguiente

red
b 10 % F

Aplicando la ley de Kirschhoff para corriente

i =iy + i3

) [} . )
LZ=E, l3=chZE

Para

] _v2+ dv2(t)
TR T Ty

Para aplicar la transformada de Fourier

F(t){f(t)} = F(]W) = J- f(t)e—jwt dt

dvg(t)}

1r® )
Il(jw)=ﬁf vz(t)e‘]“’tdt-i-cF{ It

La transformada de una derivada:

[ee]

1 )
f@) = Ef F(jw) e/®tdt

df(t 1 r® .
%=§f_ij F(jw) e/®tdt
df (e)) . .

F{ T }—]WF(]W)

BGW) = & v2Gw) + jw ¢ vy Gw)

1
L(w) = v,(jw) + E]'W v, (jw)



BGW) = vaGw)(L+5jw)

. (2t jw
L(w) = vz(lW)( 2 )
Se propone que la corriente i1(t) = 2 e u(t)
SN2
por lo tanto l1(jw) = e
sustituyendo en la ecuacién anterior
2 L2+ jw
jW+1_ v, (jw)( 2 )
_ 4
v (jw) =

(w + D(w + 2)

Desarrollando en fracciones parciales

4 ! —4[ 4,5
Gw+1DGw+2) Lw+1 jw+2
jw+2jW:_1
ML
jW+1jW:_2

4 4

v, (jw) =

jw+1 B jw+2
v,(t) = F{v,(jw)}

=4e7t — 4%



Utilizando la transformada de Fourier determinar los voltajes v, y vp. El voltaje de
excitacion es v(t) = 3 e~ tu(t)

2F

F{v(t)} = F(3e tu(t)) =jw 1

% fi(t)dt +4i(t) =v(t)

1 . L
CJ_—WI(jW)+4I(]W) =

jw+1
1
IUW)(cj_w+4)=m
o A+4wy 3
I(JW)< cjw )_(jw+1)
IGw) = 3cjw

(Gw+1DAjw + 1)

1 3 ejw
%Ow)—;; Gw + D(@jw + 1)

alw

_Uw+DOw+a

Resolver transformada inversa

Vp(jw) = 4 1(jw)

_4 3c jw
(w4 D@jw + 1)

3cjw

=(jw+1)(jw+%)

Resolver con la transformada inversa



Utilizando la transformada de Fourier determinar vgg(t)

10 ,\,\ || 1F
|
@ = 2
vy F
10

Vsal(t)

0=u0= [} £20

Transformada de Laplace en el andlisis de circuitos eléctricos

Impedancias transformadas de los elementos

t s
R R
C 1
CS
L LS
Admitancias
t s
1 1
R R
C CS
L 1
LS




Ejercicio, determinar la corriente en el circuito para t = 0 utilizando la transformada
de Laplace.

.
° N
1H

AVom 20 é

Considérese que desde t = -~ hastat = 0 el interruptor se encuentra en posicion
1

AT

1 1H

N0 ZQ%

Transformando a Laplace como impedancias

YIS
1 |
"
—
«
N

LSI(s) +21(s) = 4/S

4
I(s)(LS+2) = 5

I(s) =

SGS+2)



A C. D. la inductancia se carga a un valor de corriente. Para saber a qué valor de
corriente se cargo se aplica el teorema del valor final.

fim x(@© = L SX()

=> i = LipS 1o

L S4
S0 s +2)

%im i(t)=2Amp

Este es el valor de corriente almacenado en la bobina. Tomamos un nuevo tiempo
de referencia t = 0, cuando el interruptor pasa a la posicion 2.

io =2
—

S N
Vi()

% V(1)

Retomando la definicién de voltaje en la bobina

di(t)
dt

V,(t) =

Transformando a Laplace

© di(t)
V.(s) = J- —Ze Stdt
L o dt

e di(t
=Lf i )e‘Stdt
0

dt

Resolviendo por partes la integral

b b
f udv =uv|2- f vdu
a a

u= e, dv = di(t)

du= —se Stdt, v=i(t)



di(t)
dt

T.L.{ }= e Sti(0)|% +Sfmi(t)e‘5fdt

=s1(s) —i(07)
V,(s) = LsI(s) — Li(07)
del circuito Vi (s) + VrR (s) =0
LSI(s)—Li(0)+ RI(s)=0

I(s)(R + LS) = Li (07)

I(s) = i;(_g_lg coni(07) =24
IGs) = i(O‘I)?
s+ A

R
i(t)=i(07) e "

it)y=2e7%

Utilizando la transformada de Laplace determine v(t) parat= 0

05F

T 1A % t % V(v

20 10

o




Utilizando la transformada de Laplace, determinar i(t)

50

Funcién de Transferencia H(s)

Funcion de Transferencia es la representacion matematica del funcionamiento de
un circuito. Para determinar la H(s) de un circuito, es necesario declarar un par de
puertos, uno que es por donde se excita el circuito y otro puerto por donde se
determina la salida. Las H(s) pueden ser

Vsa
HEs) = ig

Isa
) =7 ig))

H(s) = 2« |mpedancia, Funcién de transferencia

Ient

H(s) = 22 admitancia

sal

Puerto de entrada Puerto de salida

o, )

Circuito eléctrico o
\’/ Vent(s) electrénico \l/
e}

o,

Vsal(s)

Normalmente para determinar la H(s), el sistema se excita con una funcién delta
directa.

_ [0 t=0
5(t)_{0 t#0



En este caso la transformada inversa de H(s), es decir h(t) se conoce como

respuesta a impulso unitario, h (t).

Es importante mencionar, que conocida la ecuacion de la funcidon de transferencia,
es posible determinar la salida para cualquier entrada.

Ejemplo

Determinar la funcién de transferencia

o2\

—
Vnnf
—

121
[¢)]

F Vsal

o

Transformando los elementos como impedancias

o—\

v —

ent

Vsal

o

Aplicando una fuente al puerto de entrada:

Vent (S)

V..

ent

QD J0

O

Vsal (S)




1(s) +§ I(s) = Vent(s)

I(s) (1 + %) = Vent (s)

I(s) = Vent (Zt)

1+%

2 Vent(t) 2Vent(s)
Vsal(s) = 5 7 = s5+2
1+%

Vsal _ 2
Vent s+2

H(s)

Determinar la funcién de transferencia

1H
2Q

Vent

1H

20

Remplazando los elementos por sus impedancias transformadas y aplicando una
fuente de voltaje en el puerto de entrada.

Vent (s) 1

L2 +5s)—-1L2+s)=Vent(s) - (a)

~LQ2+s)+ L4 +25)=0 - (b)



Sumando (@) y (b)
L(s)(—2 — s+ 4+ 2s) = Vent(s)
L(s)(2 +s5) = Vent(s)

_ Vent(s)

L(s) = G+
De la ecuacion (b)

L(s)(2+5s) =14+ 2s)

Vent(s)

11(5)(2+S)= 12 (4+25)
h“X2+9=2K@%§§?fQ=>h@)zszfﬂ

Vsal(s) = Vy(s) + Vo (s)
Vi(s) =S, — 1)
Vy(s) = —21,
Vsal(s) =S (I, - I,) —2I,

Vsal(s) =S< 1S

2 Vent(s)) a4 Vent(s)
28

Vsal(s) = Vent(s)(S 3

-1)

25—-S-2
Vsal(s) = Vent(s)(

S+2 )

S-2
(

Vsal(s) = Vent(s) T2

)

Vsal_ N/

H(s) = Vent S+2




Polos y ceros

La ubicacion de polos y ceros en un plano complejo, determina el comportamiento
del sistema. Consideremos que la H(s) normalmente es una relacion de dos
polinomios

Py (s)
Pp(s)

Con Py en el polinomio del numerador y Pp el polinomio del denominador.

H(s) =

Las raices de Py (s) son los ceros de la funcion y las raices de Pp(s) son los polos
de la funcion conocidas las raices los polinomios pueden ser factorizados.

(s+a))(s+a)(s+az) -

H) =55 b)) (s + by)(s + by) -

Donde s= -a;, s= -ay, S=-a3 ... son los ceros de la funcion vy,
s=-by, s=-by, s=-bs ... son los polos de la funcién
si a; y bison reales, las raices seran reales y diferentes

Ejemplo, determinar los polos y ceros del siguiente sistema

V;\nt R é Vsal

Transformando a impedancias

® Vsal

Por divisor de voltaje:



R Vent(s
Vsal = —()

S+ﬁ

El sistema tiene un cero en el origen y un polo en s=-1/RC

Determinar la H(s), encuentre polos y ceros.

¢, Qué tipo de filtro es?

<
1

R v
sal
v
Sustituyendo por las impedancias transformadas
Z]_:R
v_ @ A z,=1isC
+

v_(s)

sal

<



La ganancia del circuito se define como

Z,
Vsal (s) = — 7 Vent(s)
1
1
H(s) = Vsal(s) 5 _ 1
8= Vent(s) R RCs

El polo se encuentra en el origen

HE)I

Se comporta como un filtro pasa bajas

3. Vectores y Analisis Vectorial.

Conceptos Basicos de Vectores

Ejercicio 1. Las fuerzas F1, F», ..., Fg actian sobre un objeto P, como se ilustra en
la figura 1a. Calcule la fuerza que se necesita para impedir que P se mueva.

Figura 1a

Solucioén



Como el orden de la suma de vectores es irrelevante, podemos comenzar con
cualquier vector, digamos F;. A F; hay que sumarle F,, luego F; y asi
sucesivamente, como se ilustra en la figura 1b. El vector que se dibuje a partir del
punto inicial de F; hasta el punto terminal de Fs es la resultante R, es decir, R = F;
+ F, + ... + Fg. La fuerza necesaria para impedir que P se mueva es -R, que a
veces recibe el nombre de equilibrante.

9

o -
e 6
«E

Figura 1b

Ejercicio_2. Considere los puntos P(2,4,3) y Q(1, 25,2) en el espacio R®
tridimensional, como se aprecia en la figura 2a. A) Encuentre los vectores de
posicion ry y r, para P y Q en términos de los vectores unitarios i, j y k. B)
Determine en forma gréfica y analitica la resultante de estos vectores de posicion.

Figura 2

Solucioén

A)r,=OP =0C + CB + BP = 2i + 4j + 3k
r,=0Q=0D+DE +EQ =i +5j + 2k

B) En forma grafica, la resultante de r; y r, se obtiene como la diagonal OR del
paralelogramo OPRQ. En forma analitica, la resultante de r1 y r2 esta dada por:

ry+r,=(2i +4j +3Kk) + (i + 5] + 2k) = 3i +j + 5k

Ejercicio 3. Demuestre que la magnitud del vector A = A;i + Ayj + AsK, que se
ilustra en la figura 3, demuestre que |A| = (42 + A% + 42%)1/?



Figura 3

Solucion

Por el teorema de Pitagoras las magnitudes de los vectores estan dadas por:
(OP)? = (0Q)? + (QP)?

Del mismo modo, (OQ)2 = (OR)2 + (RQ)2 y por tanto: (OP)2 = (OR)2 +
(RQ)? + (QP)?

Que también puede expresarse como: A% = A% + A3 + A3 que también se puede
expresar como

lA] = (A} + 43 + AD)'?

Ejercicios Adicionales

1. Determine cuales de los siguientes son escalares y cuales son vectores:
a) Energia cinética, b) intensidad de campo eléctrico, c) entropia, d) trabajo,
e) fuerza centrifuga, f) temperatura, g) carga, h) esfuerzo cortante, i)
frecuencia.

2. Un aeroplano viaja 200 millas hacia el oeste, y luego 150 millas a 60°
hacia el noroeste. Determine el desplazamiento resultante.

3. Suponga que ABCDEF son los veértices de un hexagono regular.
Encuentre la resultante de las fuerzas representadas por los vectores AB,
AC, AD, AE y AF.

4.  Considere los vectores A y B. Demuestre que: a) |[A + B| < |A| + |B|; b) |A - B|
2 |A| +[B].

5. Demuestre que |A+B + C|<|A| + |B| +|C].



10.

11.

12.

13.

Dos ciudades, A y B, estan situadas en oposicion directa sobre las orillas
de un rio cuyo ancho es de 8 millas y luye con una velocidad de 4 mi/h. Un
hombre ubicado en A desea llegar a la ciudad C que esta corriente arriba a
6 millas de la ciudad B y en el mismo lado que ésta. Si su embarcacion
viaja con una velocidad maxima de 10 mi/h y si desea llegar a C en el
menor tiempo posible, ¢ qué direccion debe seguir y cuanto tiempo durara el
viaje?

Simplifique la expresion: 2A + B + 3C - {A - 2B - 2(2A - 3B - C)}.

Considere vectores no colineales a y b. Suponga
A=(x+4dy)la+(2x+y+1)byB=(y-2x+2)a+(2x +3y +1)b

Encuentre x e y tales que 3A = 2B.

Los vectores basicos aj, a; y az estan dados en términos de los vectores

basicos by, b, y bs por las relaciones

a; =2b;+3bs+ b3, ax=b;-2bs +2bs, az=-2b; + b, - 2b;s

Suponga que F = 3b; - by + 2bs. Exprese F en términos de a3, a; y as.

Sobre un objeto P actian tres fuerzas coplanares, como se ilustra en la
figura. Calcule la fuerza necesaria para impedir que P se mueva.

1501b

1001b

Suponga que a, b y ¢ son vectores no coplanares. Determine si los
vectores siguientes tienen independencia o dependencia lineal:
rr=2a-3b+c, rp=3a-5b+2c, r3=4a-5b+c

a) Si O es un punto dentro del triangulo ABC y P, Q y R son los puntos
medios de los lados AB, BC y CA, respectivamente, demuestre que OA +
OB + OC =0P + OQ + OR.

b) ¢El resultado es el mismo si O es cualquier punto fuera del triangulo?
Demuestre su respuesta.

Sea que los vectores de posicién de los puntos P y Q relativos al origen O
estan dados por los vectores p y q, respectivamente. Suponga que R es un



punto que divide a PQ en segmentos que estan en la razon m:n. Demuestre
que el vector de posicion de R esta dado porr = (mp + nqg)/(m + n) y que es
independiente del origen.

14. Demuestre que la ecuacion de un plano que pasa por tres puntos dados A,
B y C, que no estan en la misma recta y tienen vectores de posicion a, by ¢

. . . ma+nb+pc
relativos a un origen O, se pueden escribir como: r = minip
donde m, n y p son escalares. Verifigue que la ecuacion es independiente

del origen.
15. a) Demuestre que los vectores A=3i +j-2k,B=-i+3j+4k, C=4i-2j -

6k pueden formar los lados de un tridangulo.
b) Encuentre las longitudes de las medianas del triangulo.

Operaciones Vectoriales

Ejercicio 1. Encuentre la proyeccion del vector A =i - 2] + 3k sobre el vector B =i
+ 2j + 2k.

Solucioén

Primero es necesario encontrar un vector unitario b en la direccion de B
b =B/IB| = (i + 2j + 2K)/(1% + 2% + 29)"? = i3 + 2j/3 + 2k/3

La proyeccion de A sobre B, queda establecida mediante:
A -b = (i -2j + 3Kk) - (i/3 + 2j/3 + 2k/3) = (1)(1/3) + (-2)(2/3) + (3)(2/3) = 1
Ejercicio 2. Encuentre una ecuacioén del plano perpendicular al vector A = 2i - 3] +

6k y que pasa por el punto terminal del vector B =i + 2j + 3k (Vea la figura 4). Del
mismo modo calcule la distancia del plano al origen O.



Figura 4

Solucion

Como PQ =B -r es perpendicular a A, tenemos que (B -r) -A =0, es decir que
r- A =B - A es laecuacion requerida del plano en forma vectorial. En forma
rectangular se convierte en:

(xi +yj + zk) - (2i - 3j + 6k) = (i + 2j + 3Kk) - (2i - 3j + 6k)
0 bien
2x-3y+6z=2-6+18=14

La distancia del origen al plano es la proyeccion de B sobre A. Un vector
unitario en la direccion de A es:

a = Al|A| = (2i - 3j + 6k)/(22 + (-3)* + 692 = 2i/7 - 3j/7 + 6k/7
De esta forma la proyeccion de B sobre A es:

B-a=(i+2j + 3K) - (2i/7 - 3j/7 + 6k/7) = (1)(2/7) + (2)(-3/7) + (3)(6/7) = 2

Ejercicio 3. Demuestre que a) A x(B xC) =B(A-C)-C(A-B)yb) (A xB) xC =
B(A-C)-A(B - C).



Soluciodn

a) Sean A = Aji + Ayj + Ak, B =Bji + Byj + B:k, C = Cji + (3j + Cs3k. Entonces
i j k
Ax (B x () = (z"qi T Agj T A'_;k) x Bl Bg B'_;
Ci G Gy
= (A1i + Asj + A3K) x ([B2C3 — B3 Ghli + [B3Cy — B1Cslj + [B1 Gy — B2Ci 1K)
i j k
= A1 A] A'ﬁ
B,C; — B3¢, B;C, —B,Cy B G, — By(
= (A3B1Cy — AByCy — A3 B3Cy + A3B 1 G3)i + (A3By C3 — A3B3Cy — A B1Cy + A1 B2Ch)j
F(AB3Cy — A B Cs — AyBorCs + Ay B3 Co)K

Asimismo,

B(A-C)—C(A-B) =(Bji + Byj + B:k)(A|C) + AxCr + A3CR) — (Chi + Caj + CGK)(A 1By + AaB>r + AiBs3)
= (AzB[Cz + A_;BIC;, — A2C|Bz - A3C|B3}i + (BQA|CL + BgAgC_; — CEA]B[ - CgA_;B])j
+ (B3ACy + B3A Gy — G3ALB) — GiABy)k

b) (AxB)xC=-Cx(AxB)=—{A(C-B)—B(C-A)}] =B(A-C) — A(B - C), después de reemplazar A,
B y C del inciso a) por C, A y B, respectivamente.

Observe que A x (B x C) # (A x B) x C, es decir, la ley asociativa para el producto cruz de vectores no es
valida para todos los vectores A, B y C.

Ejercicios Adicionales

1. Supongaque A=i+3j-2k y B=4i-2j+4k. Calcule a)A - B, b)A,
c) B, d)|3A +2Bj,
e) (2A +B) - (A -2B).

2. Encuentre el &ngulo entre: a) A=3i+2j-6k y B=4i-3j+k; b)C=4i
-2j+4k yD=3i-6j-2k.

3. Diga cual es la proyeccion del vector A sobre el vector B, donde:
a)A=2i-3j+6k y B=i+2j+2k, b)A=2i+)j-k y B=-6i +2j-3k.

4. Encuentre la proyeccién del vector A = 4i - 3j + k sobre la linea que pasa
por los puntos (2, 3, -1) y (-2, -4, 3).

5.  Encuentre un vector unitario paralelo al plano xy y perpendicular al vector 4i
- 3] + k.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

Demuestre que A, B y C son vectores unitarios mutuamente ortogonales,

donde
a) A=(2i-2j+k)/3, B=(i+2j+2k)/3 yC=(2i +]-2k)/3
b) A =(12i-4j-3k)/13, B =(4i +3j+12k)/13 y C =(3i + 12j - 4k)/13.

Supongaque A =3i+ )+ 2k yB =i - 2j - 4k son los vectores de posicion de
los puntos P y Q, respectivamente.

Encuentre una ecuacion para el plano que pasa por Q y es perpendicular a
la recta PQ.

Calcule la distancia del punto (-1, 1, 1) al plano.

Supongaque A=3i-j-2k y B=2i+3j+k. Determine: a)|A x
Bl, b)(A+2B)x(2A-B)y
c) |(A +B) x (A - B)|.

Suponga que A # 0 y que cada una de las condiciones siguientes se
cumplen simultdneamente; a) A - B =A - Cyb) A x B = A x C. Demuestre
que B = C, pero si sOlo se cumple una de las condiciones entonces
necesariamente B # C.

Suponga que A = 2i + -3k yB =i -2} + k. Encuentre un vector de
magnitud 5 que sea perpendicular tanto a A como a B.

Determine la constante a que hace que los vectores siguientes sean
coplanares:
a) 2i-j+k,i+2j-3k,3i+aj+5k, b) 3i-3j-k,-3i-2)+2k,6i + aj - 3k.

Sea que los puntos P, Q y R tienen vectores de posicidonr; = 3i - 2j -k, rp =
i +3]+4k yrz3=2i +] - 2k, relativos al origen O. Encuentre la distancia de
P al plano OQR.

Determine la distancia mas corta: a) de (6, -4, 4) a la linea que une los
puntos (2, 1, 2) y (3, -1, 4). b) de
(1, -7, 5) a larecta que pasa por los puntos (13, -12, 5) y (23, 12, 5).

Considere los puntos P(2, 1, 3), Q(1, 2, 1), R(-1, -1, -2) y S(1, -4, 0).
Encuentre la distancia mas corta entre las rectas PQ y RS.

Encuentre un conjunto de vectores reciprocos al conjunto de vectores:
a) 2i+3j-k,i-j-2k -i+2j+2k, b) i+2j+3k,5i-j-k,i+j-k.



5 Analisis Numérico

Método de Gauss-Jordan

a1 Q412 Qg3 C1
A1 Gdpp dzz : (2
asz; a3z dszs C3
*
1 0 O €1
0 1 0 cy
0 0 1 c3

X1 = ]

— *

X2 = G

X3 = €3

Esquema grafico del método de Gauss —Jordan . Los asteriscos indican que el
vector de términos se ha modificado varias veces.

EJEMPLO Método de Gauss —Jordan

Enunciado del problema: Usese el método de Gauss-Jordan para resolver el
sistema

3Xl - 0.1X2 - O.2X3 =7.85
0.1x; + 7X,—0.3x3 =-19.3

0,3x; — O.xp + 10x3 = 71.4

Solucién: en primer lugar, se expresan los coeficientes y el vector de términos
independientes como una matriz aumentada;



0.1 7 —-0.3 -19.3

[3 -0.1 -0.2 7.85]
0.3 —-0.2 10 71

En seguida se normaliza el primer renglon dividiendo por el pivote 3. Para obtener:

1 -0.0333333 —0.0666667 2616 67
0.1 7 -0.3 : —19.3
0.3 -0.2 10 71.4

El término x;se puede eliminar del segundo renglén restando 0.1 veces el primero
del segundo renglén. De una manera similar, restando 0.3 veces el primero del
tercer renglén se elimina el término con x; del tercer renglon:

1 -0.0333333 —0.0666667 2.616 67
0 7.003 33 —0.293 333 i —19.5617
0 —0.190000 10.0200 70.615 0

En seguida se normaliza el segundo renglén dividiendo entre 7.003 33:

1 -0.0333333 —0.0666667 2.616 67
0 1 —0.0418848 : -—2.79320
0 —-0.190000 10.0200 70.615 0

Reduciendo los términos en x, de la primera y la tercera ecuacion se obtiene:

1 0 -0.0680629 2.523 56
0 1 -0.0418848 : -—2.79320
0 0 1 7.000 03

Finalmente los términos con x3 se pueden reducir de la primera y segunda
ecuacion para obtener:



1 0 0 3.000 00
0 1 0 : —=250001
0 0 1 7.000 03

De esta forma, como se muestra en la figura 8.1, la matriz de coeficientes se ha
transformado en la matriz identidad y la solucién se ha obtenido en el vector de
términos independientes, Nétese que no se necesita sustitucion hacia atras para
obtener la solucion.

Gauss-Jordan con inversion de matrices

[4] [1]

a1 412 413 1 0 O
a1 Q2 A3:0 1 O
az1 4z dzz 0 0 1

-1 -1 -1

1 0 0 @i 41z Q13
c -1 -1 -1

0 1 0:azi az; az3
-1 -1 -1

00 1 az1 4z dz3

[1] [A]7*
Esquema grafico del método de Gauss-Jordan, con inversion de matrices.

Con el método de Gauss-Jordan se puede calcular directamente la inversa. Para
hacerlo, la matriz de coeficientes se aumenta con una matriz identidad.
Posteriormente se aplica el método de Gauss-Jordan para reducir la matriz
identidad. Cuando se completa esta tarea, el lado derecho de la matriz
aumentada contiene la matriz inversa. Esta técnica se ilustra en el ejemplo
siguiente.

EJEMPLO
El uso del método de Gauss-Jordan en el calculo de la matriz inversa

Enunciando el problema: determinese la matriz inversa del. Obténgase la solucion
multiplicando [A]™! . Por el vector de términos independientes: [C]T =
[7.85 —19.3 71.4]. Ademas, obténgase la solucién para un vector de términos
independientes diferente: [C]T =[20 50 15].



Solucién: auméntese la matriz de coeficientes con una matriz identidad:

3 -01 -02 1 0 O
[4] = |0.1 7 -03: 0 1 O
03 -02 10 0 0 1

Usando a;; como pivote, el rengldn 1 se normaliza y se usa para eliminar a x; de
los otros renglones

1 -0.0333333 —0.0666667 0.333 333 0 0
0 7.003 33 —0.293333 ¢ -03333333 1 0
0 —0.190000 10.0200 —.0999999 0 1

En seguida se usa a,, como pivote y X, se elimina de los otros renglones

1 0 —0.068057 0.333 175 0.004739329 0
0 1 -0.0417061 : —0.00473933 0.142 180 0
0 0 10.0121 —0.10090 0.0270142 1

Finalmente, se usaas; como pivote y xzse elimina de los renglones restantes:

—0.0051644 0.142293 0.004 183 46
—0.010 0779 0.00269816 0.0998801

[
S O
S = O
= o O

0.332 489 0.004 922 27 0.006 798 13]

Por lo tanto, la inversa es:

0.332 489 0.004 92227 0.006798 13
—0.005 164 4 0.142 293 0,004 183 46
—0.010 0779 0.00269816 0.0998801

[A]7 =

Ahora, la inversa se multiplica por el primer vector de términos independientes,
obteniendo la solucion:



Xy = 7.85 (0.332 489) — 19.3 (0.004 922 97) + 71.4 (0.006 798 13)
=3.000 411 81

X, = 7.85 (- 0.005 164 4) — 19.3 (0.142 293) + 71.4 (0.004 183 46)
=—2.488 096 40

X3 =7.85(-0.010 077 9) — 19.3 (0.002 698 16) + 71.4 (0.099 880 1)
=7.000 253 14

La segunda solucién, simplemente se obtiene realizando otras multiplicaciones

X1 = 20 (0.332 489) + 50 (0.004 922 97) +15 (0.006 798 13)
= 6.997 900 45

X2 =20 (- 0.005 164 4) + 50 (0.142 293) + 15 (0.004 183 46)
=7.074 1139

X5 =20 (- 0.010 077 9) + 50 (0.002 698 16) + 15 (0.099 880 1)

=1.431 551 50



